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Verfasser dieser Abhandlung, Friedrich Wilhelm Adolf 
Magener, ist der Sohn des Rechnungsrats Alexander. Magener 
in Mülhausen im Elsaß. Er wurde am 13. Oktober 1884 zu 
Hochfelden im Kreise Straßburg geboren. Von Herbst 1890 
an besuchte er die Realschule in Markirch und hierauf von 
Östern 1898 an das Gymnasium in Altkirch. Nach dem 
dortselbst Juni 1902 bestandenen -Abiturientenexamen bezog 
er die Universität Straßburg. Hier widmete er sich, nach 
kurzem Verweilen in der philosophischen Fakultät, von 
Neujahr 1903 an dem mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Studium. In Berlin setzte er von Herbst 1903 
bis Ostern 1905 seine Studien fort und kehrte dann wieder 
an die Kaiser Wilhelms-Universität zurück, deren Angehöriger 


er zur Zeit ncch ist. 
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Wohl allen Geometern, die sich angehend mit der 
Geometrie des Kugelgebüsches beschäftigt haben, ist der 
Zusammenhang der Kugelgeometrie mit der Nichteukli- 
dischen Geometrie aufgefallen. Zuerst wohl von Klein, 
dann von Liebmann (,‚Nichteuklidische Geometrie‘‘), Well- 
stein (Weber-Wellstein, Enzyklopädie der Nlementar- 
mathematik, Bd. 2) u. a. wurde daher die Kugelgeometrie 
dazu benützt, um die Nichteuklidische Geometrie mit den 
Mitteln der Euklidischen zu realisieren. Am ausführlichsten 
in dieser Hinsicht ist wohl Herr Professor Dr. Wellstein 
in seiner Enzyklopädie, indem er auch besonders nach- 
drücklich darauf hinweist, daß als Analogon des Punktes 
der Nichteuklidischen Geometrie im Gebüsch das Punkte- 
paar auftritt. 

Wenn man nämlich diese Tatsache nicht beachtet, 
gelangt man leicht zu der Auffassung, die u. a. von Davis 
ausgesprochen ist, (‚Die geometrische Addition der Stäbe 
in der hyperbolischen Geometrie, Dissertation Greifswald 
1904“), dal es sich im Kugelgebüsch um einen neuen, den 
„sphärischen‘“‘ Typus der Nichteuklidischen Geometrie handle, 
der besonders in den Zusammenhangsverhältnissen der 
Ebene von der gewöhnlichen Nichteuklidischen Geometrie 
abweicht. In Wahrheit erhält man ganz genau die hyper- 
bolische oder elliptische Nichteuklidische Geometrie, je 
nachdem man in einem Kugelgebüsch mit reeller oder 
imaginärer Orthogonalkugel die Punktepaare als Pseudo- 
punkte, d. h. als Bilder von Punkten, die Kreise als Bilder 


ee 


von Geraden, die Kugeln des Gebüsches als Bilder von 


Ebenen betrachtet. Ist dies richtig, so muß diese Abbildung 
sich auch analytisch so durchführen lassen, daß den Ko- 
ordinaten eines Punktes des Nichteuklidischen Raumes in 
eindeutiger und eindeutig umkehrbarer Weise die Koordinaten 
‘eines Punktepaares des Gebüsches entsprechen. Ganz von 
selbst stellt sich dabei der Wunsch ein, den beiden Punkten 
eines Punktepaares dieselben homogenen Koordinaten zu 
geben, so daß also in homogenen Koordinaten die Beziehung 
vollkommen eindeutig ist und die zwei Punkte eines Paares 
sich nur durch nicht homogene Bestimmungen unterscheiden 
lassen. 

Dieser Wunsch wird im folgenden realisiert durch ein 
eigentümliches System sogen. „anallagmatischer Koordinaten 
im Gebüsch‘“, die auch zu andern geometrischen Unter- 
suchungen in hohem Grade geeignet sind. Die Bezeichnung 
ist von Darboux entlehnt, und in der Tat steht auch die 
ganze Betrachtung in einem gewissen Zusammenhang mit 
Darboux*) hinsichtlich des Zieles. Die geometrische Methode 
und die Begründung des Koordinatensystems ist eine ganz 
andere. Die analytische Herleitung desselben ist entstanden 
durch die Erweiterung eines Seminarvortrages von Herrn 
Professor Dr. Wellstein, der sich auf den speziellen Fall 
des parabolischen Gebüsches bezog. 

Es sei mir noch gestattet, meinem verehrten Lehrer, 
Herrn Professor Dr. Wellstein, der mich auf das Thema 
aufmerksam gemacht und mir auch beim Ausbau desselben 
mannigfache Unterstützung angedeihen ließ, hierfür meinen 
wärmsten Dank auszusprechen. 


*) Darboux ; Sur une elasse remarquable de Courbes et de surfaces 


algebriques. 
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Definition und Darstellung der tetrasphärischen 
anallagmatischen Punktkoordinaten. 


1. Die Kugelgleichung hat die Form: 
1) K=@-HryanH+e—or- 
= + HP) FE HF HE —rR)— 2 — 2 — 2i= 0 
oder noch etwas allgemeiner: 
(2) K=zar+by+ez+dste=0, 
wos” +yP+2 ist. 

Die rechte Seite einer Kugelgleichung stellt aber, 
vorausgesetzt, daB s=(®"+y?-+2°) den Koeffizienten 1 
hat, die Potenz dieser Kugel im Punkte (x, y, 2) dar. Also 
folgt : 


K a b C e 
(3) ME RESET SD 
als Potenz der Kugel K im Punkte (x, y, 2). Speziell für 
den Koordinatenanfangspunkt 2=y=z=0 folgt also als 
Potenz: 
K e 
= Be 
Nehmen wir nun den Koordinatenanfang als Potenz- 
zentrum an eines Kugelgebüsches Q& mit der Inversions- 
potenz = r?=p, das wir unserer weiteren Betrachtung zu- 
grunde legen wollen, so muß nach (4) 
(5) 2=3-p d. h. 
e—pd 
sein. Dieser Wert von e in (2) eingesetzt, ergibt offenbar 


Ba 


alle Kugeln XK,, die zu dem Gebüsch Q gehören. Ihre 
Gleichungen sind also sämtlich von der Form: 
(6) K=ax+by+tor+d(s+mM=0. 

2. Ein Kugelgebüsch ist nun durch je vier Kugeln 
bestimmt, die micht einem Bündel angehören. Denn sind 
U=0, %,=0, %=0, %,—=0 die Gleichungen von vier Kugeln 
des Gebüsches, die nicht ‚einem Bündel angehören, ‚so läßt 
sich, wie wir alsbald schen werden, jede Kugel des Gebüsches 
in der Form darstellen : u, &, +4, %&, +U, %&, +u, 2&,=0. Unter 
Einführung eines Proportionalitätsfaktors o, der sich später 
als zweckmäßig erweisen wird, können wir die linken Seiten 
von je vier das Gebüsch bestimmenden Kugeln in der Form 
annehmen : | 
(7) 0%, =gc+by+c2+d(s+Pp), T=1 2,5, 4 
worin die Determinante 

PD 
Re 0.0, 0.0 
1, Dee 0, 
a; b, Ce, d, 3 
die wir mittels des Aronholdschen Symbols auch kurz 
N = (abed) | 
schreiben, von null verschieden sein mup, weil wir andernfalls 
vier nicht sämtlich verschwindende Konstanten »,, Ps, P, 9, 
so bestimmen könnten, daß 
PA+RR+ Dt = 0 
ist, d. h. die vier Kugeln x,, &,, &,, &, würden einem Bündel 
angehören, was unserer Voraussetzung ‘widerspricht. 
In (7) bedeutet nun p die gemeinsame Potenz der vier 
Kusen 7, =0, 20,2, -025,-—-0 ım Bunkte 0, de ro 


ordinatenanfang. Für einen beliebigen Punkt (x, y, 2) stellt 
daher nach (4) 
OL, 


d, 
die Potenz der Kugel x,=0 dar. 
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» 8. Die. Auflösung der Gleichungen (7) nach x, y, z 


ergibt : | | 
| ol(bede) = — Ax 
| o(cadz) = — Ay 
(9) | 0 (abdx)' = — Az 


alaber) =. Als+p), 
woraus man nochmals sieht, daß, wenn A=0 wäre, u.a. 
die Gleichung (bcdx) = 0 bestehen würde, d. h. es wäre 
(bed), x, + (bed), x, + (bed), %; + (bed), x, = 0, 
worin (bed), die zu a, gehörige Minore von A = (abed) ist. 
Die Gleichung einer beliebigen Kugel! des Gebüsches ist 
nach (6) in den Koordinaten x, y, z von der Form: 
az +by+ez +d(s+p)=0, 
also ist nach (8): 
a(bedx) +b (cadz) + c (abdx) — d(abex) = O 
die Gleichung dieser Kugel ausgedrückt durch x, %,, &,, &;: 
sie ist von der Form : 
Wan a Fu = 0, .d. h. 
die Gleichungen aller Kugeln des Gebüsches stellen sich in 
X %y, %y, %, linear und homogen dar. 


4. Wenn wir nun in (8) «,, x,, x,, x, als bekannt voraus- 
setzen, dann sind die Größen x, y, z lineare Funktionen 
der &. Hingegen ist o durch eine quadratische Gleichung 
an die x; gebunden. Da nämlich 

seX+t y? +2? | 
ist, so folgt aus (8): 


= Av (abex) — A’ p 


(9) a? [labdx)? + (bedx)’ + (cadx)?] = A?’ s 


oder 
(0) &Ma—v(aba) A+PpA?’=0, 
wo M „. = (abdx)’ + (bedx)? + (cadx)? 


ist. Zu jedem Wertsystem (x) von %,, %,, %,, x, gehören demnach 
zwei Werte w und o” als Wurzeln der Gleichung (10), «also 
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nach (8) auch zwei Punkte P’ \x’, y’, 2’) und P* |x”, y”,2”\. Diese 
fiegen aber mit dem Koordinatenanfang O in gerader Linie. 
Denn es folgt gleichfalls aus (8): 


(11) x’ 2” er y' SU 2 Fu : 2" E o . o” 98 o? : RE N 
und da nach (10) das Produkt 

| A? 
(12) AR NN ze 


sein muß, und also bei reellem x, das Vorzeichen von p hat, 
so liegen, wenn in (11) zugleich o” als reell vorausgesetzt 
wird, die notwendigerweise gleichfalls reellen Punkte P’, P’ 
auf derselben Seite von 0 für >00 d.h. im hyperbo- 
lischen *) Gebüsch, 
auf verschiedener Seite für p<0O d.h. im elliptischen *) 
Gebüsch. 


Ferner ist: 
OP2.0P”" = ki +9 2) ray sale 
Nach (9) und (10) war nun: 
DEM DNeR 
also folgt: OR N U EEE 


p&’ 
ME 


und hieraus durch Einsetzen des Wertes von 0’.0” = 
aus (12): 
(13) 8.8 DB, 
d.h. die Punkte P’ x’, y',2’\ und P” x”, y”, 2” sind einander 
zugeordnet nach dem Prinzip der reziproken Radien, sie 
bilden ein bezüglich des Gebüsches mit der Potenz p inverses 
Punktepaar. | 

5. Nach (10) entspricht nun das reelle, inverse Punkte- 
paar (P’, PT) einem und demselben Wertsystem (2) = 
2%, 2%, X. Wir können daher x,%,%,® 


: als neue Ko- 
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*) Weber-Wellstein, Enzyklopädie der Elementarmathematik Bd. II. 
8. 26. 


BR: EEE 


ordinaten einführen und sie tetrasphärische Punktkoordinaten 
des Punktepaares (x) oder (P’, P”) nennen. Das in (13) er- 
haltene Resultat läßt sich dann als Satz folgendermaßen 
formulieren : 


Zwei bezüglich des Gebüsches Q reelle, inverse 

Punkte P' 2 y, 2 | und P” AT En haben 

I. Satz. ( dieselben tetraszhärischen Koordinaten x;; diese 
unterscheiden sich nur durch die Werte uw’, w” des 


gemeinsamen Faktors w. 
Das war der Grund, weshalb wir o eingeführt haben. 


P’ hat die Koordinaten o’x,, 0%,, o’z,, 0'%,, 
P’ hat die Koordinaten »o”’x,, 0"r,, 0x, 0"x,. 


Eine in &, %, %y, &, homogene Gleichung dndert sich also 
nicht, wenn wir den Punkt (x) = (X, &, %,, %,) durch seinen 
inversen ersetzen. Mit Rücksicht auf diese charakteristische 
Eigenschaft der tetrasphärischen Koordinaten x; wollen wir 
daher nach der von Darboux für andere Koordinaten ein- 
geführten Bezeichnungsweise X,, &,, %,, x, als tetrasphärische 
„anallagmatische‘ Koordinaten des Punktepaares (x) be- 
zeichnen, d. h. eben als Koordinaten, die sich durch Inversion 
nicht ändern (av- und aXidTronae). 


8.2. 
Reelle und ideale Punktepaare. 
1. Setzen wir in (11) 
nr N age: 
ED ME: 
so folgt : 
x” ER k a \ 
y"=ky' »und hieraus : 


EN A 


(ar +ye tz) Rare) 


s=h.s. 
Je? 8”? Erg g" u p: | 
es Ep ee 
wo. noch. das Vorzeichen zu bestimmen ist. Da nun 
Eu BEL ENDA 


= —— für 0/0” = 
ww” hi M x 


bei reellem »’ das Vorzeichen von p haben muß, so muß, 
da s’ immer positiv ist, 


N) 
[7 R ® Dur p ar 
sein und demnach für k = —, = — a jr 
S, x + y%t 2%. 
’ )aie‘, ? hy 7 ’ 
ne PX a Py I Da a 
+? % y° + 2"? B) Y 22 Ku y” E- „’2? «2 % y” + 2? 


' Wir erhalten also, wie zu erwarten war, die Formeln 
der Abbildung durch reziproke Radien mit der Inversions- 
potenz p. Daher gilt der Satz I auch für Punkte mit imagi- 
nären Koordinaten x,y,2, die wir im Folgenden noch zu 
betrachten haben werden. | 


2. Durch die Gleichungen (7), indem wir setzten 
(1) = ro + ca ddr DT - Lan 
machen wir die 5 Größen » und &,, &,, &%,, x, von den 3 will- 
kürlichen Veränderlichen &, y,z abhängig. Zwischen den 
5 Größen ®, 2, %, %, x, besteht nur die eine Gleichung: 
(2) 0” M.a—v(aber) A+pÄA?=0, 
wo M.. = (abd)? + (bed)? + (cadıc)’ 

ist. Hätten wir beim Ansatz der Koordinaten x, den Propor- 
tionalitätsfaktor o weggelassen, so würde diese Gleichung 
übergehen in | 

Ma. — (aber) A+ PA? =0 
und würde eine Abhängigkeit zwischen den x, begründen. 
Nach Einführung des Faktors » dagegen können wir die 
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x, als vollkommen willkürlich veränderliche, homogene 
Größen betrachten, während der Proportionalitätsfaktor o 
der quadratischen Gleichung (2) zu genügen hat. Indem 
wir jetzt die vier Kugeln &,=0 und damit die. Koeffizienten 
a,b,c,d, und p in den Gleichungen (1) ausdrücklich als 
reell voraussetzen, wollen wir die Realitätsverhältnisse der 
%; und des Faktors 6) untersuchen. 


3. Die Entscheidung liegt bei der Gleichung I Ihre 

Lösung ergibt : KALTEN 'E umliger 
St A (abex) Per (abex)” — 4pP A? M 

Se I NER NETTE 


EBD | (abex) + Pe], 


(4) FF, = (abex)’ — 4P Mix 
— (abcx)’ — 4 p[(abdx)” + (bedx)” + (cadx)*] 
die re nanig der a (2) ist, wenn wir von 
dem Madrauischen Faktor 5 nr. absehen. 
Wir wollen nun F,. in rechtwinkeligen Koordinaten 
ausdrücken. Nach $ 1, (8) erhalten wir: 
Fan = A(Is+p’ Ay AR + yY+ 2] 
= A?’(s—p)’. Nach (9) und (10) folgt ferner: 
BU na LSB: 
Wir erhalten also als neuen Ausdruck für F,.: 
(s—p) 


(5) | Ei == MER 


Bevor wir nun unsere Schlüsse ziehen, wollen wir auch 
noch (2) umformen. Aus (4) ergibt sich: 
| Rn we 
4» 
wodurch (2) übergeht in: 
(6)  w?’ (abex)? — 0! F „.— pP Av (abex) +4PÄA’=0 oder 
lo (abex) —2pA]} =w? Pr. 


——m en nn U I 


ia 
1 
2 


art 


(aber) + V Fa 
was auch aus (3) abgelesen werden konnte. 

4. Da wir die Größen a, b, c, d, p reell vorausgesetzt 
haben, so berechnen sich die rechten Seiten von (1) für 
einen reellen Punkt (x,y,z) ebenfalls reell, folglich sind 
auch die linken Seiten, nämlich die Produkte oz; reell. Es 
müssen also die beiden Faktoren o und x, jeder für sich 
reell sein, oder, wenn » komplex ist [und o, dazu konjugiert], 
so muß x, ebenfalls komplex sein, und zwar : 

ee 


„te 


Dann folgt für ox;: 


wo tr; reell ist. 


DB O0 E -AE, 
wo auch & reell ist. 

Wir können also für diesen Fall die x, als Koordinaten x; 
und ® als Proportionalitätsfaktor wählen. Wir erhalten 
also als ersten wichtigen Hilfssatz : 

NN Zu reellen Punkten (x, y, 2) können die x, samt 
ze) reell ihlt werden. Be | 

wo reell gewä 

5. Außer den reellen Punktepaaren müssen wir noch 
ideale in Betracht ziehen. Ein bezüglich des Gebüsches in- 
verses und nicht reelles Punktepaar P=(P’ 2 NT 
ag y",z”\) heihe ideal, wenn es auf einer reellen Geraden 
des Gebüsches, also auf einem Strahl durch O0, sowie auf 
einer reellen Kugel des Gebüsches liegt. 

Die Gerade sei gegeben durch : 

(8) x =10080,' 4 = 1608 B5'2 =tcasy; 

hierin sind a, 3, y die reellen Neigungswinkel der Geraden mit 

den Koordinatenachsen ; x, y, 2 dürfen aber auch komplexe 

Werte annehmen. Jede reelle Kugel des Gebüsches hat nun 

nach $ 1,(6) eine Gleichung von der Form: 
Keil het dEde ld 


ya 


Liegt nun das Punktepaar P auf dieser Kugel mit 
reellen a, b, c, d, p, so ist: 
(9) tlacos a -mb.cosß +ccosy) Hd +p) =0. 

Aus dieser quadratischen Gleichung nach t folgt, wenn 
ti’ und {” die Wurzeln sind: 


 .t” und i’+1”: reell, folglich auch 


VA AR x’ + »” 
yy' ' und y’+y” } reell, 
a’a” | 2’ + „” 


woraus nebenbei zu ersehen ist, daß ideale Punktepaare 
konjugiert imaginäre, rechtwinkelige Koordinaten haben, falls 
0 Koordinatenanfangspunkt ist. 


Nach (1) folgt also für das ideale, inverse Punktepaar 
N RE a Be 
Dos = 00 Hdy+c2 E48 + p) 


10 
( ) 0x, en a,” E by” 7 2” + d, (s” se p). 


Hieraus findet sich : 
MN (a +) = ale Hei), +blyiry) tele’ +2”) + 
| d.( +s” + 2p), 
also reell, da auch 
a u 0 Verl Pa) a EA 
reell ist. Nach (11) ist also: 
Kan In el FE DONE 0) Cr 
reell, d. h. die vier Größen x, verhalten sich, falls (0 + 0”) +0, 
wie vier reelle Zahlen und können also reell angenommen 
werden. 


6. Im Falle 0’+0” = 0 ist nach (2), 
: „. (abex) A 
da vo’ +o = ETACHEN auch (abez=0,. da A#0,M. +30 


oder mit Rücksicht auf $ 1, (8) (s+p)=0, dawzN. 


el 


a Ne (10) wird en ER 
& ER + by’ +0 2 
N (412), nie ; ae": ” a Zu 

A n 

I En y +62 N j 

ist. Die Größen x’ und x”, y’ und y”, =’ und ?” 
konjugiert imaginär. ‚Set etwa in reelle und 

Bestandteile zerlegt : He 


a rc, ie, "= uiß, 
y=nFtin | dann ist "= N—1n 
2 = 18%; | N ı&, 

und nach (1a) IS AR DRERISN 

Man 0-0, rm trug 


Also ist nach (12): A Ä 
0, = 06 + on HoLchedla ss ne 

at ta — ia, +bım Hort) 
d. h. mit Rücksicht auf (14): | 
one la, on ra 

07, = rl 0) 


I 


o’x, 


Im» 


II 
I 


n verhalten sich also die Größen hi en S 


Aub: reell gewählt werden. 


| , 0X; nolen während .R En sein soll, so muß ee 
Be o den imaginären Anteil tragen. Nun ist aber bei reellen 
Se © nach (3)... N it ge 

Dre oäreell,,; ‚tür Pr. 2.0, gibts reelle Punkte | 
| a komplex für Pi. < 0, gibt ideale Punkte, 
was sich an den Gleichungen $ L, we für reelle, Punkte direk 


Bo 


Av 


er 


verifizieren läßt. Als zusammenfassendes Resultat erhalten 
wir also den schönen Satz : 


Reellen und idealen Punkten kann man 
reelle x; zuweisen ; sie unterscheiden sich dann 
II. Satz. ‘ dadurch, daß bei 
reellen Punkten o reell, | en. 


idealen Punkten 0» komplex, F,.< 0 ist. 


Umgekehrt gehören zu reellen x, immer nur reelle oder 
ideale Punktepaare des Gebüsches, was unmittelbar aus den 
Formeln $ 1, (8) abzulesen ist, wenn man beachtet, daß 
ideale Punktepaare konjugiert imaginäre Koordinaten x, y, 2 
haben. 


$ 3. 
Abbildung des Gebüsches auf den Punktraum, 
Gebilde erster Ordnung, 


1. Wir führen jetzt eine Abbildung der durch die x, be- 
stimmten Punktepaare auf einfache Punkte des Raumes 
ein. Vier beliebige Werte von &,, x,, &,, x, legen als anallag- 
matische Koordinaten ein bestimmtes inverses Punktepaar 
(P’, P*) im Gebüsche fest. Wir nehmen jetzt im Raum ein 
beliebiges Tetraeder als Koordinatentetraeder an und kon- 
struieren den Punkt P, der x, %, %, 2, zu gewöhnlichen 
homogenen Punktkoordinaten hat. Dadurch werden die 
Punktepaare (P’, P”) des Gebüsches in eindeutiger Weise 
auf die Punkte des gewöhnlichen Raumes R abgebildet. 
Wir nennen P das ‚„Bild‘‘ des Punktepaares (P’, P”). -Da 
die x; immer reell sind, so erhalten wir damit den Satz: 


Reellen und imaginären Punktepaaren des. Ge- 
büsches Q@ entsprechen reelle Bildpunkte des Raumes R. 


EN R ® abet 


2. Die Frage, wie sich diese Bildpunkte in ihrer geo- 
metrischen Lage voneinander unterscheiden, hängt nach 
Satz II von der quadratischen Form F__ ab. Nach Formel (5) 


me 

8 
liefert die Gleichung F_,=0 im Gebüsch Q die reellen oder 
idealen Punktepaare, die auf der reellen oder idealen Orthogonal- 
kugel des Gebüsches liegen. Denn da M, +0 und s#0, 
folgt für F,.= 0 

| (s—p”=0 d.h. 

s=». 

Die Mannigfaltigkeit der Punkte der Orthogonalkugel 
ist zweifach unendlich ; jeder Punkt derselben ist, was 
geometrisch sofort einleuchtet, sich selbst invers und re- 
präsentiert einen Doppelpunkt. Für alle reellen oder idealen 
Punktepaare, die nicht auf der Orthogonalkugel liegen, muß 
dann also 

BEER | 
sein. In der Abbildung gibt F,.= 0 eine Fläche 2. Ordnung. 
Wir wollen diese Fläche die „absolute Fläche“ oder kurz die 
„Absolute“ der Abbildung nennen ; sie trennt die Bildpunkte 
der reellen und idealen Punktepaare, indem die Bildpunkte 
der einen Art ganz im Innern, die der andern Art ganz im 
Äußern der Absoluten liegen werden. 

Wir denken uns nun das Vorzeichen der tetraedrischen 
Koordinaten so bestimmt, daß den Koordinaten des Punktes 
0, nämlich | 

%,=d;”), 
für welche Ne. (nbea). 22 0 
wird, ein innerer Punkt der Absoluten entspricht. Dann 


*) Nach $ 1, (7) ist ox; = pd;; setzt man hierin, was ja erlaubt ist, 
% = d,, so findet sich [$ I, (1O)]o=p. 


ER REN 


liegen alle Bildpunkte reeller Punktepaare im Innern der 
Absoluten, und wir erhalten also folgendes Schlußergebnis : 


Die reellen oder idealen Punktepaare werden 
durch reelle Punkte des projektiven Raumes ab- 
gebildet, und zwar gehören die Bildpunkte reeller 
Punktepaare dem Innern der Absoluten, die 
Bildpunkte idealer Punktepaare dem dußern 
dieser Fläche an. 


III. Satz. 


3. Da die Kugeln des Gebüsches sich in der Form 
darstellen lassen 


WU HEN PR EUR ED, 


so gilt der Satz: 


/ 


| Die Bilder der Kugeln des Gebüsches sind 
IV. Satz. ‘ Zbenen, die Bilder der Kreise des Gebüsches also 
gerade Linien. 


Bezeichnet man also, wie es Herr Professor Dr. Wellstein 
eingeführt hat (Weber-Wellstein, Enzyklopädie d. El.-M. 
Bd. II, S. 5#, 2), die Punktepaare des Gebüsches als ‚Pseudo- 
punkte“, die Kugeln des Gebüsches als ‚„Pseudoebenen‘, 
die Kreise des Gebüsches als ‚Pseudogeraden‘, so erfüllen 
diese Pseudo-Punkte, -Ebenen, -Geraden die Hilbert’schen 
Axiome der Verknüpfung. Unsere Formeln bilden also die‘ 
analytische Grundlage für die in Weber-Wellstein 1. e. ge- 
gebenen Versinnlichungen der beiden Nichteuklidischen Geo- 
metrieen. Wir werden darauf noch zurückkommen. 

Deutet man die Gleichung u,%; + W%, + UzX, + u,x, = 0 
im Raume AR, so werden die vier Größen « , w,, w,, u,, da ihre 
Verhältnisse die Ebene 2, + %%, + u, + u, =0 ein- 
deutig festlegen, als homogene ‚‚Koordinaten“ dieser Ebene 
bezeichnet ; wir sprechen dann von ‚„Ebenenkoordinaten‘ 
U, Us, U, u, im Gegensatz zu den Punktkoordinaten x, x,, 


N 


%,, .. Unser Abbildungsverfahren legt es nahe, diese Begriffs- 
bildung auf das Kugelgebüsch zu übertragen : 
Ist also ur + un Fu, Fun = 
Gleichung einer Kugel des Gebüsches, so nennen 
Wir U, Us, U, u, die homogenen Flächenkoordi- 
Satz V. ! naten dieser Kugel k. Ein Punktepaar (x) = 
(2%, %, %,) liegt auf der durch ihre Flächen- 
koordinaten (u) = (u,, u,, U,, u,) gegebenen Kugel, 
WANN U: — ur 4 un, tus Trug = 
Da or =-art +rby+c2e rd(s+p), 
also (l) ou, =acr+by+tcez+td,(s+p), 
so ist nach $ 1, (3) 
(2) ou, 
d,, 
die Potenz der beiden durch (x) festgelegten Punkte oder, wie 
wir kurz sagen, die Potenz des Punktepaares (x) bezüglich der 


OU, 
von der Ebene (u) proportional. Bei festgehaltenen Ko- 
ordinaten %,, &,, %,, &, stellt die Gleichung v, = O im Raume R 
eine zweifach unendliche Anzahl von Ebenen dar, die den 
Punkt (x) enthalten, also ein Ebenenbündel. Im Gebüsch 
‚erhält man also das System der Kugeln des Gebüsches, die 
durch das durch (x) = (&,, %, %,, x,) festgelegte Punktepaar 
gehen, also ein Kugelbündel. 


Kugel (u). Im Raume R ist zum Abstande des Punktes (x) 


4. Unsere Abbildung legt es ferner nahe, nachdem die 
Punktkoordinaten und Ebenenkoordinaten des Raumes R 
im Kugelgebüsch ein Analogon gefunden haben, auch die 
homogenen Strahlen- und Achsenkoordinaten von R auf das 
Gebüsch zu übertragen : 

Pır = KCıY» 7 Yn | Tr = Und. —— Urn, 


wo x,%; die Punktkoordinaten, «, v, Flächenkoordinaten 


I FE HR 
Ne 


_ 19,5 


sind. Im Gebüsch stellt dann 2. B. die in den p lineare 
Gleichung 


Ayo Pız + An Ps F Ay Pr + Au Pin + As Pr + Pa = 9, 

der in R ein linearer Komplex entspricht, ein dreifach un- 
endliches System von Kreisen des Gebüsches dar, d. h. einen 
„linearen Kreiskomplex“ , durch jedes Punktepaar des @e- 
büsches geht dann ein Kreisbüschel des Komplexes, das auf 
einer bestimmten Kugel des Gebüsches liegt, und auf jeder 
Kugel des Gebüsches liegt ein Kreisbüschel, das dem Komplex 
angehört ;, die Kreise dieses Büschels schneiden sich in einem 
Punktepaar des Gebüsches. Man überträgt mühelos die Sätze 
vom Nullsystem, das der lineare Komplex in R bestimmt, 
auf das Kugelgebüsch, doch wollen wir darauf nicht weiter 
eingehen. Jedenfalls zeigt sich schon hier die Nützlichkeit 
unseres anallagmatischen Koordinatensystems und die 
Fruchtbarkeit der Begrifisbildung, auf der es beruht. 


8 4. 


Abbildung des Gebüsches auf den Raun, 
Gebilde zweiter Ordnung. 


1. Wir wollen nun auch. die Gleichungen zweiten 
Grades in anallagmatischen Punkt- und Flächenkoordinaten 
deuten. Die quaternäre quadratische Form 


ie >= > Pn le L,X,; (h, k en 1; 2, 2, 4) 


TE h, k 


% 


oder symbolisch 


’ 
DJ 
F == Pr 
RE 


läßt sich- mittels der Formeln $ 1, (7) 
or; =aa+by+c2+d(s+p) 


= Be Re 


leicht in Kartesische Koordinaten umrechnen. Es ist sym- 
bolisch : 
op, = [pP t+py+tp2+P,(s+ pP} 
= yrPetre, le tp’ + 2p,Dy + 
2P,P y2+2P,p,®2 + 2(s+P) 2; P,-°+P,2,:9+ 
PP a2] 


oder, wenn wir mit Je die Polare 


A = 
Ä } “ 0,0,%,Y,. = P, P, 


h,k 


bezeichnen. 


I Ha) 
Ke V2 “or Eye 97 Hi | 
+2(s+p) dr uft? all; 


Die Gleichung 7 . 0 stellt daher im Gebüsche eine Fläche 
4. Ordnung dar, die den unendlich fernen Kugelkreis doppelt 
enthält, also eine Cuklide. Die Cyklide geht durch die Inver- 
sion des Gebüsches in sich selbst über, ist also eine anallag- 
matische Fläche. 


2. Die Cykliden sind also im Gebüsch die Analoga zu 
den Flächen 2. Ordnung des Raumes R. Den Flächen 2. Klasse 
von R entsprechen daher die Kugelsysteme des Gebüsches, die 
eine Cyklide umhüllen von‘ Ausartungen abgesehen. Die 
Gleichung. von f no 0 ın Flächenkoordinaten lautet: 

2, 
wo symbolisch @,, = (pp’p’u)’ 
ist, falls 1 pP, = ne Pa ist. 


3. Die Klassifikation der Flächen 2. Ordnung und der 
Flächen 2. Klasse, die man in der analytischen Geometrie 


u 


rt 


auf die Formen f “und stützt, ist jetzt unmittelbar auf 
die Cyklide übertragbar. Wir können hier darauf nicht 
genauer eingehen, sondern müssen uns mit einigen geome- 
trisch interessanten Fällen begnügen. 


Die allgemeine Cyklide ohne Doppelpunkte, also das 
Analogon der eigentlichen Fläche 2. Ordnung, läßt sich 
durch Inversion stets in eine symmetrische Cyklide ver- 
wandeln (vergl. G. Kalbfleisch, Diss. 1902, Symmetrische 
Cykliden 8. 5). Wählt man die drei Koordinatenebenen 
x=(, y=0, z=0 zu Symmetrieebenen, so ist die symme- 
trische Cyklide gegeben durch die Gleichung : 

(1) + pP? +2]P + 242 +2By +20? +D=0. 


Hierin ist D das Quadrat der Inversionspotenz, die die 
Fläche in sich transformiert. Für unser Gebüsch Q wird 
also D=p*. 

Aus (1) folgt demnach mit Einführung vons=(x’+y?’+2?): 
(2) (s+p? — 2: p — pP +24”+2By+2C2+p’=0 oder 

(s+p)? +2 (A—p) ® +2 (B—p) YP +2 (OÖ —p)?=0. 


Hieraus ergibt sich nun durch Einsetzen der Werte aus 
s 1,(8) 
(3) (abex)?+ 2(A—p) (bed.v)? + 2 B—p) (cadx)’ 
+ 2(C—p) (abdx)? = O0 
als Gleichung der symmetrischen Oyklide in anallagmatischen 
Koordinaten. 


4. Diese Gleichung vereinfacht sich noch, wenn wir 
(abex) = &,, (bedx) = &,, (cadx) =&,, (abdır) = E, 
als neue Koordinaten einführen. Die Gleichung (3) der 


symmetrischen Cyklide lautet dann : 


(4) Be 2; 2(A—p) & ax 2(B—p) % + 2(C—p) es =. 


N De 


"3: Hierin bedeutet mit Rücksicht auf die Formeln $ 1, (8), 
da» 0: und! A 0: 


Se ns — 0 die Symmetrieebene N 
ie ung >» > y=0 
6) 
= — ed ’ „ 2 
6) 
Se RN 0 die Kgells= "+ Yr dep 


Im elliptischen Gebüsch erhalten wir also für diesen Fall 
eine reelle Kugel ; im hyperbolischen Gebüsch ist Centrum und 
Potenz dieser Kugel gleichfalls reell, dagegen nicht ihr Radius. 
Im elliptischen Gebüsch lassen sich dann ferner die Schnitt- 
punkte der Kugel &,=0 mit den Koordinatenachsen be- 
stimmen. Die Gleichung x=0, oder, was dasselbe ist, 

— (bedx) =O 
ist nämlich durch drei Wertsysteme von (X) = %, %, X. %, 
befriedigt, nämlich durch : 


(«)=(b) ; (2)=(e) ; (2)=(d). 
Die Symmetrieebene «=0 enthält also die Punktepaare 
(b), (c) und (d). Ebenso folgt aus: 
(cadx) =5,—=0, die ©.&.y=0 enthält die Punktepaare (a), (c), (d) 
(abar)=5=0 nn 2=0 5, 2 (a), (b), (d) 
(aber) =&,—0, deRusl# + yYP+=—p „2 a, 


Der Punkt (d) ist also allen drei Symmetrieebenen ge- 
meinsam und liegt daher in O0, dem Koordinatenanfang und 
. Centrum der Kugel s= — p. Diese schneidet die x-Achse im 
Punktepaar (a)=(a’,a”), die y-Achse in (b)=(b’, 5”), die 
z-Achse in (c)=(c’, c”), vergl. Figur. 


5. Zu den Cykliden gehören auch als besondere Fälle 
die aus je zwei bezüglich des Gebüsches inversen Kugeln 
gebildeten Kugelpaare. Diese beiden Kugeln gehören na- 
türlich nur dann zum Gebüsch, wenn sie zusammenfallen. 
Die Gleichung einer beliebigen Kugel ist von der Form 
(5) WU, — kd, = 


worin nach $ 3, (1) 
(6) wu—kd =ae+tbytez+d,(s+p—k) 
ist. Denn wenn eine beliebige Kugel in rechtwinkeligen Ko- 
ordinaten gegeben ist: 
ar + by hc +.ds Hg) = 0, 

so hat man u, zu bestimmen aus den Gleichungen : 

a =a;b,=b;c,=e, d,=d; [pP— k=q], N 
deren Auflösungsdeterminante A +0 ist. | 


Aus (5) folgt: 


Setzt man diesen Wert von » in die Gleichung $ 2, 6 
ein, so ergibt sich : Sa 
(7) | kd (abex) — 2p Au,’ Ka, FF. = 0 
als Gleichung einer beliebigen Kugel samt ihrer inversen, da 
in dieser Gleichung die Größe o nicht mehr vorkommt. In 
dieser Gleichung sind fünf Parameter enthalten : «,, u, %,, U, 
und k, aber für diese fünf Parameter ist sie homogen, so daß 
(7) in der Tat vierfach unendlich viele Kugeln darstellen kann. 


6. Aus (6) entnimmt man ferner: 
die Potenz der Kugel (7) im Punktepaar (2) = %,, %,, %y %, ist 
(8) ou, — kd, | 
RE] (vergl. Seite 22, $ 3, (2)) 


und ihr Mittelpunkt hat die rechtwinkeligen Koordinaten 
a 


U 
* 


C 


U - 


(9) | u Ra | 


Die tetrasphärischen Koordinaten des Mittelpunktes O 
des Gebüsches darf man nach $ 1, (7) mit x,=d, ansetzen ; *) 
dann ist o = p und demnach (p—k) die Potenz der Kugel (7) 
in ©. Der Radius r einer Kugel mit dem Mittelpunkt &,», & 
und der Potenz g=(p—k) in OÖ ist aber bestimmt durch : 

Dee mn | 
(vergl. Reye, Synthetische Geometrie der Kugeln 1879, 
$ 19, 1). Also ist: 5 
P=& 4 +0 (p—h) 
al 
ee a (p—k) 


4 


——e 


*) vergl. Fußnote 8. 18. 


ER 


oder, wenn man 


-(10) 9, = rt, +0, -4®, 
einführt, so folgt für r?: 

a ie 
(11) nt. 


Die Kugeln des Gebüsches sind charakterisiert durch 
k =0. Der Radius von «, = 0 ist also gegeben durch: 


(12) Y = Bar 


Dualität von F, und ® 


ur" 


1. Nach $ 4, (12) war der Radius einer beliebigen Kugel 
w=0 des Gebüsches gegeben durch : 
\ = Tun wo 
4d? 


(1) | 
| 2 Ti a’, r 02 m ae Tee u pd, 


war; r?”=0 ergibt also: 


(2) PP, dr Fit, 0. 


Was heißt das geometrisch ? 


uw. muß als Kugel des Gebüsches die Orthogonalkugel 
senkrecht schneiden. Läßt man also den Radius von «, 
immer kleiner und schließlich null werden, so reduziert sich 
u, zu einem Punkte, der auf der Orthogonalkugel liegen 
muß. In anderen Worten: r?=0 oder ®,.=0 stellt die 
zweifach unendliche Anzahl der Punktkugeln des Gebüsches 
dar. Da diese nun alle auf der Orthogonalkugel liegen müssen, 
so können wir sagen: 


EB 


® ,=a’ +b +0, —4pd’ =0 ist die Gleichung 


U 


der Orthogonalkugel in Flächenkoordinaten, 


Satz VI. ‘ während wir für die Gleichung derselben Kugel 
in Punktkoordinaten F_,=0 gefunden haben 
83 2) 

. Im hyperbolischen Gebüsch ist diese Kugel reell, im 
elliptischen dagegen imaginär, oder genauer ideal, da ihre 
Punktepaare ideal sind. Greifen wir zu unserer Abbildung 
in $ 3 zurück, so legen die x, einfache Punkte fest, die u, da- 
gegen Ebenen. | 
F ‚= 0 ist die Gleichung einer Fläche 2. Ordnung, der ‚„Abso- 

luten‘“, 
® „= 0 ist die Gleichung einer Fläche 2. Klasse. 
Beide Flächen sind identisch, weil sie es im Gebüsche sind. 


2. Das läßt sich auch formal beweisen : 
Ist nämlich eine Fläche 2. Klasse symbolisch gegeben durch : 
(3) a 
so ist die Gleichung derselben Fläche in Punktkoordinaten 
(ef. $ 4, 2) gegeben durch F__ = 0, wo bis auf einen numeri- 
schen noch zu bestimmenden Faktor y: 
Y-F,, = vor)’ = P’op'z, da 
(yapz) = bulee'z), + b(pp’X),+ Llpo'z), + bilpp'z),= Bop'z. 
P’op'z geht aber aus ® =@, +, +e, rd, hervor, 
indem wir setzen: 
u,=(epR); 
Demnach ist: 
Y.F = (aop’x)’ + (bop’x)’ + (cpp’z)’ — 4p(dop’z)’. 
Nun ist aber: 
(ayp'z)' = (yayr)' 
(bop'z)’ = (P’bor)' 
(epp'z)? = (Biepr)' 
(dop'x)’ = (pape)‘. 


X 
"A 
TU, 
RER 
zaR 
4 
S% a2 
% 
se. 
“ 


I . 
a 


u Ne 


Die Ausdrücke auf der rechten Seite gehen aus gr 
hervor, indem wir setzen | 
wiege); (box 

( = (bapz)’ + 
(g’dox)’ = (aber)? +. 
( + 
-r 


)„ (cpX), (dpx), d.h. es ist: 
(capx)” — 4p(dapx)’ 

(cban)? — Ap(dbge): 

(bepx)* — dp(dega)' 

(bdox)’+ (cdox)’. 


gieox)? = (acpe)’ 
(HApR)! = (adax) 
Hieraus folgt für y.F_: 
Y.F „= 2[(gabx)? + (gbex)? +(gcax)’] — Sp |(gadx)? +(pbdx)” + 
(ocdz)?] ; 
Die Ausdrücke rechts gehen wieder aus 0°, hervor, 
indem wir u, entsprechend ersetzen: 
(vabz)’ = (cabx)’ — RT: 


(obex)’ = (abex)’ — 4p(dbex) 
(ocax)” = (bcax)’ — Anldeaz)* 
(vadx)’ = (badx)’ + (cadx)’ 
(obdx)” = (abdx)* + (cbdx)’ 
(ocdx)” = (acdx)? + (bedx)*. 


Da nun : 

M „, = (abdx)’ + (bedx)’ + (cadz)?, 
so ist Y.P = 6labex)’ — 24pM , = 6F_. 
so daß y=6 sein muß. 

Nach $ 2, (4) ist F__ die Diskriminante der Bestimmungs- 
gleichung für o und m — 0 die Gleichung der Orthogonal- 
kugel. | 

Damit ist also verifiziert, daß 

P =, tb, re, dp, = 0 
die Gleichung der Orthogonalkugel bezw. im Bilde die Gleichung 
der ‚„Absoluten‘‘ in Flächenkoordinaten ist. 


3. Für eine spätere Anwendung wollen wir zunächst 
rein formal die Polarentheorie der beiden dualistisch ein- 
ander gegenüberstehenden Formen F_, und ®,, entwickeln, 


ee 


Die geometrische Bedeutung dieser Gebilde wird sich dann 
gleichfalls erst später herausstellen. 


Dem durch x,, %;, %, &,, fest- Der durch u,, u,, u,, u, fest- 
gelegten Punktepaare (x) ord- | gelegten Fläche (u) ordnen wir 
nen wir bezüglich F_ = Oeine |. bezüglich ®  =0 ein „Pol- 
„Polare‘‘ (u) zu, die durch die | paar“ (x) zu, das durch die 
Gleichung Gleichung : 

()F,,=0 ()@,=0 
in laufenden Koordinaten y | in laufenden Koordinaten v 
gegeben ist, wo 


ae nn 


gegeben ist, wo 


 F,, = (abex — 4p[{abdx)’ 


p FF a, +b’, re, —4p@, 


ne: (bed)? + (cadz)”), | wu 
(5): F,, = (aber) (abey) — | (5) The = x +c,6,— 
ı1Sst. ; 


 (bedy) + (cadx) (cady)] ist. 


Die Punktkoordinaten 
des Polpaares sind also: 


I 
Die Flächenkoordinaten | 
| 
| 


dieser Polaren sind also: 


(6) ar =; 2 | (6°) a2 7 E 
= (abex) (abe), — 4p|(abdx) | =a,a,+b b+c6% 
(abd),+(bedx) (bed), +(cadx) — 4pd d. 
(cad).]. | 
Ans 
2. = a8. 15 b, b, 5 C Ce. We: 4pd .d, 


folgt aber wegen (6): 

(7) D = af +b FR, +c,P and, , 

oder, da aus (5) sich für | 

F,=#p& (bedx); F ,„=4p£ (cadz); F,, = #p& (abd«) ; 
F ;= Alabex) 

ergibt, | 

(8) ® „= #pAla, (bedx) + b (cadx) + ec (abdx) — d ‚(abex)] 


u 


Nun ist aber nach den T'ransformationsformeln $ 1, (8): 
a(bedx) + b (cadx) + e (abdx) — d. (abex) 


=— a —:i—b —y— ,— Be + p) 
2) 
_ — Aw. 
Daher ist endlich : 
(2) Ds rs 4päw, 


gültig, wenn (u) die Polare von (x) ist bezüglich F, =. 

Diese elegante Formel ergibt für w,= u, = F_ ‚unmittelbar: 
(10) Pr = — 4apNE u,= ER 
gültig, wenn (u) die Polare von (x) bezüglich F,=0 ist. 

Durchläuft also das Punktepaar (x) die Fläche F__=0, 
so umhüllt die Kugel («) die Fläche ® = 0 und, da auch 
u,= 0, so liegt dabei (x) auf der Kugel («). Als Kugel mit 
verschwindendem Radius ist dann (v) mit (x) identisch, und 
(u) ist also eine Punktkugel, wie wir schon in 1. gesehen 
haben. Yon den Punktkugeln- müssen wir daher sagen, daß 
sie die Kugel F_,=0 „sphärisch berühren‘, wie wir auch in 
der Abbildung des $ 3 bemerken, daß die der Gleichung ® = 0 
genügenden Ebenen die Absolute F_=0 berühren. ®,-= 0 
ıst also in der Tat die Gleichung von F_, in Flächenkoor- 
dinaten. 

Die Gleichung in S 4, 5 

[rd (ahex) — 2p&u,] = ka. FR =0 
eines inversen Kugelpaares ist demnach so zu deuten, dap 
dieses Kugelpaar die Orthogonalkugel F_,= 0 längs des Kreises 
hd, (abex) —- piu =09,F 0 

sphärisch berührt, d. h. z. B. im hyperbolischen Gebüsch : 
wenn jenes Kugelpaar die Örthogonalkugel F in einem 
Kreise k schneidet, so hat längs dieses Kreises k jenes Kugel- 
paar mit F dieselben Punktkugeln gemein, und diese Punkt- 


kugeln boflihreh! sphärsch das Kugelpaar. In der \ 
ist das ohne weıtores. klarıu) 54 am) SR lee = 


n 3. Ist (Y) das is von (w), also 
Ku A w=-u-F, | | 
f Le so folgt aus (10) | Ri ’ 
N iD. ®, = -1pAR bus tee 
| wenn (u) die Polare von (x) ist, ; 
arte \ | | wenn (v) die Polare von (y) ist. 
h an ei, DD 
Winkelmessung. 
4 Wir nehmen nun zwei Kugeln des 
w,=0 und v,=0, mit den Koordinaten $, n, 3 p un 
En De itede Kugeln schneiden sich unter einem Winkel o 
der sich mittels des Kosinussatzes leicht berechnen a 
(vergl. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, 
4. Aufl. S. 152). Es ist nämlich : | BAR ia 
| os (nr p) Ant ae 
el 
Hieraus ergibt sich mittels der Formeln 8 4,(9): 
5 ; a’ + br ul IN, 4ud’, a’, + b’, + Cs — Apd?, “ 
cos? © FEB ee a 
%, rl (a,a,+b,d,+0,,-474,U,N? | 
Be BUBEN N: 
A oder in der Bezeichnungsweise ds $5,()  . 
n oe N w. 
u ee re m ae 
Also folgt für. cos 0: ee. 


U 


A 08 un = cos ur ee | 


TAU 


ls Winkel Fre Kugeln u, und v, des Gebüsches. u) Ai 


a 


Für den besonderen Fall, daß sich die Kugeln recht- 
winkelig schneiden, d. h. für @ = 90°, erhalten wir : 
P.,=a0,+b,5 Here, #Apd.d, = 0 


um 


als Bedingung der Orthogonalität von u, und v,; dann sind 


also u und vw. zu einander konjugiert bezüglich ®_ =0. 
x Bu . [1240 


. Aus (1) folgt: 


vi ® oo. ak gar A 
(2) sıno= I 1-cso= DT ADESIET = SM Uv. 


Demnach ist: 


e? = coso+isino = 


ER 2. 
1) le v r®, 2 2°;, 
e—? = (080 — ısın SR ee Te te 
ü v®, Sr 
Also : 
; 2; Tr r®, | 0 
(3) 9 = ————— und daraus: 
Dr I», Aa De 
(4) . l Du E; r®:, Bi De 
ng r_» -9 ® 


als Darstellung des Winkels @ der Kugeln u, und v, durch 
ihre Beziehung zur Kugel ® = 0. 


3. Die Bedeutung dieses Ausdruckes ergibt sich noch 
durch folgende Betrachtung, die durch die in $$ 3 und 4 
besprochene Abbildung des Gebüsches auf den Raum R der 
projektiven Geometrie nahe gelegt wird. Wie es in der 
projektiven Metrik üblich ist, nehmen wir zu den Kugeln « 
und v, deren Winkel untersucht wird, noch zwei andere 
Kugeln w und £ hinzu. Dann ist nach (2): 


2 BIN r A 2 2 = D) 
(s) ke uw sin 3 El Ba BE a Se pe 


R ; ERBIEN DL TE ee a 
sin vw sınvt, v a p vw Bi ®, 1 vb 


vo ww 


BR CH 


Läßt man w und i (als Punktkugeln) die Fläche ® 
berühren, so ist: 


und es folgt aus (5): 
. A . N \ 
(6) sin uw , sm a 


A A FRE , E 
; . T > D 
sm vw sm vl q Be ? Rn 


uw. [ut 


Gehen w und t zugleich durch die Linie vv, d. h. sind 
w und ? die als Punktkugeln aufgefaßten Schnittpunkte des 
den Kugeln « und v gemeinsamen Kreises mit der reellen 
oder imaginären Orthogonalkugel, so sind w,t, von der 
Form: | 
(7) WU DeHTRE, 
wo %,x%” der Gleichung ® ‚= 0 oder ®,= 0 genügen, die 


u 


für X die Bedinzungsgleichung ergibt: 
BEP DIEN, 


U 


Ihre Wurzeln sind: 


220 € ) Jh» uckon D2 _@® 2%: 2. 
un Di, r& uv . un ZN No ns g.5 r® uv Br; 2, 
br a) ec Et EEE NT ET N nn 
p 
vv vv 
Danach ist also wegen (7): 
En 8 a 
D., 27 2. + A PD, 
Ä SE 7 
Ds De Di ar or 
Daraus ergibt sich: 
9,7%, ®, 
/ iD? Fr 7 UV uv un  ©v 
cd —_ — &D —@ a nn 
Du L N uv Di PD; o 9 
vv 
= — ® EN 
> 4 uv Pin v 


Also folgt : 


y WO Uuv a vv . 
ee und ebenso : 
pP 
vw vv 
«DD Ey D: 
[ aut g or 4 um Di on 
@ o N 
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Daher ist nach (6): 

gr ET > Beer 

sinuw sinu ®.+® —P 2, 
©) a IB ur “ A U» U vr also nach (3) 

IN SIT IN, Au in F - ’ / € 
sin vw sinvt -P,,— 74 er. 
ei, 


Hieraus ergibt sich für & in Übereinstimmung mit (3): 


er eh a Pau Di: 
ii @ r ® od ® 
ıÜ > U TV 
(9) ; PET, er 
Y 1 ] sın uw sm ul 
FE ee ER 
\wsınvw sın vi 


Mit Formel (8) haben wir also folgenden Satz gefunden : 
I 0 Der Winkel zweier Kugeln w und v ist der 
| mil einem konstanten Faktor multiplizierte Loga- 
Satz VII. | rithmus des Doppelverhältnisses, das diese beiden 
Kugeln mit den beiden gemeinschaftlichen Punkt- 
\ kugeln auf ihrer Schnittlinie bilden. 

In der Abbildung entsprechen den Kugeln vu und 
zwei Ebenen, den Punktkugeln w und £ ihrer Schnittlinie 
entsprechen die beiden Tangentialebenen, die sich durch die . 
Schnittgerade u» an die Absolute legen lassen. Folglich 
lautet unser Satz jetzt: 

| | In der Abbildung des Gebüsches auf den 

Punktraum wird je zwei Ebenen von R eine 

winkelartige Größe zugeordnet, die gleich dem mit 

einem konstanten Faktor mulliplizierten Loga- 

rithmus des Doppelverhältmisses ist, das diese 

beiden Ebenen mit den Tangentialebenen bilden, 

Satz VII. ( die sich‘ durch die Schnittgerade uv an die Ab- 

solute legen lassen. Das ist aber einfach der 
„Winkel“ der Cayley’schen Mapßbestimmung : 


> 
um Uv uu ° vv 


Se 
Streckenmessung. 
1. Während ein inverses Punktepaar des Gebüsches 
durch Angabe seiner homogenen Variabeln x,, %,; ©, x, ein- x 


deutig festgelegt ist, ist nach $ 1 zur Bestimmung eines ein- 
zelnen Punktes dieses Paares noch die Angabe des Propor- 
tionalitätsfaktors »o nötig, der als Funktion von x mit o(x) 
bezeichnet werden möge; o(x) ist eine Wurzel der Gleichung 
Grades. 

(1) DA scnlorlaber) Aa TA 
die andere Wurzel kommt für den inversen Punkt in Betracht. 

Haben wir nun irgend zwei schlichte Punkte (im Gegen- 
satz zu den Punktepaaren) 

eye Ye 

so können wir ihren Abstand 


(2. = Hy +) 
8 + 82er +yy +22") | 

mittels der Transformationsformeln $ 1, (8) sofort berechnen, 

indem wir für x etwa die tetrasphärischen Koordinaten 

%, %a, %, %, und für y die Koordinaten y,, Y, Y Y, annehmen. 


Wir gelangen dann schließlich zu dem Resultat : 


: —, _ ol) o(y) ya 
K RE BETT N(F,- oh R,) 
Denn nach $ 2, 3 ist: 
AP) 
Ya ar 
Also folgt hieraus sofort : 
u 
PR, er Nr (8 9) (8 DN 


” 0x) o(Y) 


a [s 08% Piss sp en 2] 
Se rer ($ I) f 4 
v2) oly) 


Für F,, hatten wir n $ 5, (5) erhalten : 


F „= ah (abey)— 4p |(abdx) (abdy) + (bedx) (bedıy) 
+ (cadx) (cady)]. 


Hieraus ergibt sich dann (mittels der Fransformations- 
formeln) : 


| A 4p&A’ 
ara I DT are 


2 


— — ——  [8s’s’+ (8 +8”) p+p— 4p(X’x” + y'y” +2'2”)]. 
RS al ( IDTD—Ep| Yy )] 


(x” x + y'y" + 22») 


Daher ist in der Tat wegen (2) 


(3) u’ ir rs 2 et Zuh.R) 


der Abstand der Punkte x, y, bezw. der zu ihnen inversen 


Punkte, je nachdem wir für o(&), o(y) den einen oder andern 
Wurzelwert der Gleichung (1) nehmen. 


2. Um nun diesen Abstand in projektivem Maße aus- 


zudrücken, zugleich auch in der Hoffnung, die zweideutigen 
Faktoren o(X), o(y) herauszubekommen, nehmen wir wieder 
analog dem Vorgang der Winkelmessung zwei weitere schlichte 
Punkte &, n hinzu; aus (3) erhalten wir dann das Doppel- 
verhältnis : 


am Iesa ARE: Er Em Eos 
sy ony, Fy— UV F&Fyy Foy—V Fon Fyy 
Wir nehmen jetzt &, n als ‚„Schnittelemente‘“ des im 


Gebüsche durch x und y gehenden Kreises ©y mit F ,=0 
an. Dann ist: 


Aus (4) wird also: 


gP 


Dr 
Qt 
u 


Ferner sind & und», da die Punkte & und n auf dem 
Verbindungskreis a liegen, von der Form: ha 
(6) Hy Et Y, 
wo %,%” wegen F==0 und Fın=0 der Gleichung genügen : 

Fr, Rn Leid, — (), 
Also ist : | | en | 
Vi Fi, "er .ııUyn m 


EREN Ir u WU. ey x 2m 
Ke— - Nenn dt 2, 


Mh 
Yyy u 
Aus (6) folgt ferner: 
(7) Fir = Fax + NFory 3 F&y — Pay + XFyy. 
Also ist: | 


r  Fay+ V Pay Fix Fyy 
(8) | Pan a Fery — Fax Fyy: EB Bo | 
| Fey RE Var En Pr Fyy; 


und es verhält sich : 


Fer 4 Fxy + VF’%ey— Parfyy. ; Fox neigt KF*xy — Pax Fyy 
2% Fyy N Fyy | 


daher nach (5): 


a _Fay+ V Fig Fa Fyy 
ya Pu „2 Fey—RoeRyy 


Das ‚Doppelverhältmis der Abstände von vier schlichten 
Punkten x, EZ n ist demnach gegenüber der Inversion des 
Gebüsches eine Invariante, denn. es ändert sich nicht, ‘wenn 
man die Punkte durch ihre inversen’ ersetzt. : Das Doppel- 
verhältnis ist also eine Invariante der vier durch die 
X, Y, 6», festgelegten‘ Punktepaare (x), (y), (&)=S m) = 
(Vergl. Weber-Wellstein, Enzyklopädie, Bd. II, $ 11,8.) 


(9) 


3. Diese Formel bildet noch nicht. das vollkommene 
Analogon zur projektiven Darstellung des Winkels. Denn 


BR a 


für den Winkel zweier Kugeln « und v hatten wir unmittelbar 
erhalten ($ 6, (8)):: 


A e Ä 3 ; Fa 

9 l In SEN KW f sın ut W 1 N 2. + r» Er 
Bi er N un 3. DA 
sın vw sın VE, ; rn az Y® uw d Br DD} 


Wir erwarten also für den Abstand zweier Punkte eben- 
falls eine Größe, die sich ähnlich projektiv verhält wie der 
Winkel, d. h. sich unmittelbar durch den Logarithmus eines 
Doppelverhältnisses darstellen läßt. Es müßte dies eine zu 
polar gebildete Größe d sein : | 

ee 


d= — In RL, 


2ı Ba BE 


‚ax YY 


Hierin werden (x) und (y) die Punktepaare, denen die 


abstandähnliche Bildung d zugeordnet wird — der gewöhn- 
liche Abstand xy kann dies natürlich nicht sein —, & und 
bedeuten die Punkte, in denen der Verbindungskreis xy die 
Orthogonalkugel trifft, so daß also nach (9) d mit den gewöhn- 


lichen Abständen x, &n usw. in der Beziehung steht: 


EN RN ( Em ) 


(10) ver ZI a a EN 
EAN nis 
also’: 7) | en : en . 
} Ä 2 Sy -nY 


Die wahre, d.h. geometrische Bedeutung von d erhalten 
wir, wenn wir zu den Punktepaaren (x), (y), deren ‚‚Abstand‘“ 
d ist, die Polaren (vw) und (v) konstruieren. Denn sind nach 
$ 5, (6) die Flächenkoordinaten dieser Polaren : 


= Me =E 
[A Bu? b 


yi? 
so ist nach $ 4, (10): 
Drama IH NE DENE 


uu DD) yy 


Ei e L NERR 


"Setzen wir diese Werte von F,, f,, ia (10) ein, :so er- 
gibt sich : | 
wen mean 
(11) grid nd y Be YYR. 0) ur 2 
Pr, T ee Er Di N AR uu Tu 


me mach 8.6, (8), 


worin @ den Winkel zwischen v und v bedeutet. Bis auf | 


ganze Vielfache von x ist daher | 


hr d=p, 
denn es folgt aus (11), da et =1: 
d=o+Nn.n. 


Wir haben somit den Satz : 


Die abstandartige, sich projektiv verhaltende 


Größe d= en .(< u ) die wir zwei 
; Ey any 

Punktepaaren (x) und (y) zuordnen, ist nichts 

anderes als der Winkel zwischen den Polaren u 


‚und v dieser Punktepaare. 


Salz VAL, X 


Greifen wir zur Abbildung des Gebüsches auf den Raum 
zurück, so sehen wir die streckenartige Bildungen d sind genau 
die Strecken der Cayley’schen Metrik. 


4. Satz VIII gibt Veranlassung auf den geometrischen 
Zusammenhang und die Realitätsverhältnisse von Pol und 
Polaren nochmals genauer einzugehen. Nach $ 5, (9) war, 
wenn u die Polare von (x) bezüglich #_ = 0 war, 


(12) | ® ,=— !irAm, 

Geht nun w durch (&). so folgt nach Satz V: 
w—0(, 

folglich auch (13) Bi =,Q, 


un 


und dies ist nach $ 6, 1 die ie der Orthogonalität 
der beiden Kugeln « und w. Wir erhalten also den Satz : 


N. 


—.3I9 — 


Alle Kugeln w des Gebüsches, die durch 
Satz IX. | den Pol (x) von u gehen, schneiden u recht- 
winkelig. | | 
Im elliptischen Gebüsch @ schneiden nun alle durch 
den Pol (x) von u gehenden Kugeln w die Kugel u recht- 
winkelig, müssen also einem hyperbolischen Gebüsch an- 
gehören ; gleichzeitig gehören sie aber auch' dem elliptischen 
Gebüsch @ an. Die Gesamtheit der Kugeln w bildet also 
ein Bündel, dessen beide Grundpunkte eben den Pol bilden. 
Dieses Bündel hat wie alle im elliptischen Gebüsch ent- 
haltenen Bündel mit seiner Potenzachse zwei reelle Schnitt- 
punkte gemeinschaftlich, wir erhalten also im elliptischen 
Gebüsch einen reellen Pol. ae 
Im Gegensatz dazu ergibt im hyperbolischen Gebüsch 
die Gesamtheit der Kugeln w ein hyperbolisches Kugel- 
bündel, das mit seiner Potenzachse zwei imaginäre Schnitt- 
punkte gemein hat. Diese konstituieren den Pol. Wir er- 
halten also als zusammenfassenden Satz : 
| Jede reelle Kugel besitzt um elliptischen @e- 
Satz X. .< büsch ein reelles Polpaar, im hyperbolischen 
| hingegen ein imaginäres. 


5. Von besonderem Interesse ist nun noch die Trigono- 
metrie des elliptischen Gebüsches. Wie wir im dreidimen- 
sionalen Raum die Begriffe von Pol und Polare gebildet 
haben, so können wir auch im zweidimensionalen Raum, 
d. h. auf den Ebenen und Kugeln des Gebüsches die Kreise 


‘und Punktepaare in die Beziehung von Pol und Polare 


setzen. Die Kreise durch den Pol schneiden den gegebenen 
Kreis rechtwinkelig. Nehmen wir nun speziell einen Kreis 
auf einer Kugel des Gebüsches an, so findet man den Pol, 
indem man in dem Mittelpunkt des Kreises auf seiner Ebene 
das Lot errichtet. Die Schnittpunkte desselben mit: der 


Be 


Kugel konstituieren den Pol. Nun gilt aber in der sphärischen 
Metrik das Grundgesetz (vergl. ‚Weber-Wellstein,, Enzy- 
klopädie Bd. I1$ 9, 13), daß der sphärische Abstand zweier 
Punkte gleich ist dem Winkel, ihrer Polaren. Dies führt 
uns zu dem »Natz : | | 


f 


Die abstandartige Größe d, die wir soeben 
St XI. | definiert haben, ist der Abstand im Sinne der 
| sphärischen Trigonometrie, wenn awir speziell. die 
\ Diametralkugel des Gebüsches betrachten. 


6. Wir müssen es uns versagen, näher auf die Trigono- 
metrie einzugehen, obwohl sie an sich durch ihre Beziehung 
zur Nichteuklidischen Geometrie sehr interessant wäre. Da- 
gegen liegt es uns noch ob, das Koordinatensystem selber 
geometrisch eingehender zu untersuchen und ihm eine an- 
schauliche Bedeutung zu geben. 


ss. 


Einführung statischer Punktkoordinaten #,, 2, 2%, 
von inversen Punktepaaren in der Ebene. 


1. In $ 1 haben wir den Begriff der anallagmatischen 
Punktkoordinaten für beliebige Punktepaare im Raum de- 
finiert. Um uns nun durch Zeichnung ein anschauliches Bild 
der geometrischen Eigenschaften dieser Koordinaten machen 
zu können, wollen wir. der Einfachheit halber zunächst nur 
den Fall berücksichtigen, daß die durch. die homogenen X, 
festgelegten inversen Punktepaare sämtlich in der xy:Ebene 
liegen. An die Stelle des durch die vier Kugeln &,= 0.6=]1, 
2, 3, 4) gebildeten Kugelgebüsches 2 wird  also’ein durch 
drei Kreise «,=0 (e=1, 2, 3) erzeugtes Kreisbündel treten, 
dessen Potenzzentrum wieder zum Koordinatenanfangspunkt 
gewählt wird. Die Gleichungen aller zum Bündel gehörigen 


Aw 
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Kreise sind dann nach $ 1, (6) von der. Form, indem z=0 
gesetzt wird! 

an ,=a,0c+by+d,(s+Pp)=0V 

wos=%8 + ıst. 


2. Wir wollen nun vorläufig noch nicht x,x,x, als 


selbständige Koordinatengrößen eines inversen Punktepaares 
P={P’, P”) verwerten, sondern erst ein System statischer 
Koordinaten 2,, z,, 2, einführen und dann die Gleichwertigkeit 
beider Systeme der x, und der x, beweisen. Wir geben uns 
also jetzt ein beliebiges Kreisbündel, z. B. ein hyperbo- 
lisches, dessen Grundkreise &,=0, x,=0, x,=0) sich in den 
inversen Punktepaaren Ar=lA, Ar) AI=tA,, Ar. A 
(A, „,4,) schneiden mögen, und nehmen auf den Geraden 
0A, 04A,, OA, drei in A,’ A,’ A, angreifende Kräfte z,, 2, 2, 
an, die in der einen — willkürlich festzulegenden — Richtung 
positiv, in der anderen negativ gemessen werden. Diese drei 
Kräfte haben dann eine bestimmte Resultante R, deren 
Angriffslinie gleichfalls durch O geht, und dieser Resultanten 
ordnen wir in der folgenden eindeutigen Weise ein Punkte- 


paar P=(P’,P”) als „Angriffspunkt“ zu (s. Fig. 1): 


ö. ‚Wir vereinigen zuerst zwei Kräfte z, zu einer Resul- 
tierenden, z. B. die an A,’ und A,’ angreifenden Kräfte z, und 
2, zu der Resultierenden s, und nennen 

‚„Angriffspunkt‘“ won s, dasjenige inverse Punkte- 
paar S,=(8,,8,”), in welchem : die Angriffslinie von 
s, von. demjenigen Kreis des Bündels geschnitten wird, 
der ‚durch die Angriffspunkte A,', A, ihrer Kompo- 
nenten geht. 

Vereinigen wir daher. weiter s, und z, zu R, der Gesamt- 
resultierenden ‘des Kräftetripels z,,2;, 2, so gilt ebenso als 
„Angrifispunkt“ von R. dasjenige inverse Punktepaar 
P=(P’, P”), in welchem die Angriffslinie von R vom Kreis s, 


ee, 


des Bündels geschnitten wird, der durch die Punktepaare 
S und 4, geht. i ii 


4. Daß diese Zuordnung der Punktepaare P zu einem 
Kräftetripel 2,, 2,, 2, eindeutig ist, erhellt daraus, daß man 
immer dasselbe Punktepaar P erhält, in welcher Reihenfolge 
man auch die Vereinigung der Kräfte z, vornimmt; es 
‘schneiden sich nämlich in P= (P’, P’) alle drei Kreise o,, o,, 9, 
des Bündels, die für P in Betracht kommen können. Der 
Beweis hierfür wird noch an späterer Stelle geführt werden. 
Hieraus folgt dann auch, daß die Zuordnung der Punkte- 
paare immer dieselbe bleibt, wenn man statt des Dreiecks 
A,, A,, A, das dazu inverse Dreieck A,’, 4,”, A,’ als Kor- 
ordinatendreieck benützt. 


5. Nimmt man nun statt 2,, 2,, 2, die Kräfte nz,, nz,, nz,, 
so wird ihre Resultierende n.R. Die Angriffslinie der Kraft 
nR bleibt ungeändert, folglich auch ihr ‚Angriffspunkt“ 
P=(P', P’). Die Koordinatentripel 2,, 2,, 2, und nz,, n2,, n2, 
bestimmen also dasselbe Punktepaar d. h. | 


Diese Koordinaten sind homogen, nicht ıhre ab- 
soluten Werte legen das Punktepaar fest, sondern ihre 
Verhältnisse 2, 2: 23: 

6. Wenn daher die umgekehrte Aufgabe vorliegt, zu 
einem Punktepaare P=(P’, P”) die zugehörigen Koordinaten 
2); 2, 2, zu finden, so können wir auf OP eine Kraft R, deren 
Angrifispunkt P sein soll, der Größe nach willkürlich an- 
nehmen und dann dieselbe in die drei Komponenten z,, 2,, 2, 
zerlegen, deren Angrifispunkte und Angriffslinien von vorne- 
herein gegeben sind. Hätten wir n.R statt R genommen, so 
wären die drei Komponenten nz, nz, nz, geworden. Wir 
sehen also: - | 


u 


Die Verhältnisse 2,:2,:2, bestimmen nicht 
nur eindeutig ein Punktepaar P=(P’, P”), son- 
dern umgekehrt legi auch jedes Punktepaar ein- 
i deutig die Verhältnisse 2, :2,:2, fest. Diese bis 
Satz XIT. | : 2 
| ı auf einen gemeinschaftlichen Proportionalitäts- 
faktor n bestimmt gedachten Größen 2,2, 2, 
nennen wir daher die Punktkoordinaten des 
\ Punktepaares. | 
‘. Einer eingehenderen Betrachtung wollen wir nun 
noch den Fall unterziehen, daß die Kreise x,=0, x,=0, x,—=0 
kein reelles Schnittdreieck bilden. Denn dann erscheint es 
auf den ersten Blick zweifelhaft, ob die Konstruktion des 
Punktepaares P ohne Einschränkung durchführbar ist. Der 
in dieser Hinsicht schlimmste Fall, nämlich, daß wir weder 
reelle Dreieckspunkte A,, A,, A, noch reelle Angriffspunkte 
$,,8,, 8, erhalten, ist in Figur 2 vorliegend gedacht. Dann 
sind gleichwohl die Angrifislinien 04,, OA,, OA, der Kräfte z 
sofort festgelegt durch die drei Potenzlinien der gegebenen 
Kreise. Die Angrifislinien von s,, s,, s, sind an sich gegeben 
durch die Zusammensetzung je zweier Kräfte z,. Daraus 
folgt, es lassen sich allemal auch die Kreise o,, o,, co, kon- 
struieren, deren Schnittpunkt P=(P’, P”) der ‚Angrifis- 
punkt‘‘ der Resultierenden R ist. 


8. Um z.B.den Kreis o, zu finden, der nach 3 durch: 
die Punktepaare 8,=(8,', 8”) und A,=(4,',4,”) gehen 
müßte, hat man jetzt denjenigen Kreis zu suchen, der 
— genau wie in. 3. — mit 2,=0 die Gerade OS, zur gemein- 
samen Potenzlinie hat und ferner durch den in diesem Fall 
imaginären Schnittpunkt von &4=0 und x,=0 geht. In 
andern Worten, man hat einen Kreis zu suchen, der gleich- 
zeitig zwei gegebenen Kreisbüscheln angehört. Das Zentrum 
eines solchen Kreises liegt also im 'Schnittpunkte der Zen- 


tralen beider Büschel und sein Radius ist die vom Zentrum 
an.den Orthogonalkreis des Bündels gezogene. Tangente. 


Oo s, sind demnach immer reelle Kreise, die sich 
im allgemeinen auch in reellen Punkten schneiden werden, 
solange nicht eine Kraft 2y unverhältnismäßig' groß oder klein 
angenommen wird gegenüber den beiden andern Kräften 
2% 2. Läßt man z. B. im Fälle der Figur 2. bei fest- 
gehaltenem z, und z, die Kraft 2, wachsen und schließlich 
gegen & konvergieren, so wird die Resultierende AR, den Kreis o,, 
der seiner Größe und Lage nach sich nicht ändert, in einer 
gewissen ‚Grenzlage, nämlich auf dem Orthogonalkreis erst 
berühren und dann nicht mehr schneiden, während die beiden 
Kreise s, und o, sich mehr und mehr verkleinern, bis sie 
mit 2,=® ‚ihre Grenzlage x,=0 und x,=0 erreicht haben. 
Ebenso erhalten wir kein erelles Punktepaar Pi (P', 2 
wenn 2, gegen null konvergiert, indem dann R sich s, nähert. 
Es liegt also beide Male, sowohl für 2, = ©, als auch für 2,=0, 
der in $ 2 definierte Fall des ‚idealen” Punktepaares vor. 
Als Analogie des dort aufgestellten Satzes können wir daher 
auch hier den Satz aussprechen. 


& 6... Zu reellen z, erhalten unr vmmer reelle ‚oder 
eg ideale Punktepaare. A 
10. Hervorgehoben sei schließlich noch, daß sich die 
Konstruktion der Punktepaare P überraschend einfach ge- 
staltet, wenn wir uns das Kreisbündel aus der xy-Ebene 
verlegt denken auf die Oberfläche einer Kugel, d. h.. wenn 


wir ‚uns die das Bündel erzeugenden Kreise x, %,, x, ent- 


standen denken als Schnittflächen eines Ebenenbündels, 
dessen Mittelpunkt in © liest, mit: einer Kugel, die in. O die 
Potenz p besitzt. Dann erhält man nämlich das Punktepaar 
P_ sofort, indem man die :Resultierende AR des Kräftetripels 
2,2, 2, mit der Kugeloberfläche zum Schnitt bringt. 


DR Ta 


11. Wie Figur 3 zeigt, ist, die in 3 angegebene Kon- 
an, der Punktepaare ohne weiteres auch im ellip- 


schen Kreisbündel anwendbar.. Man hat auch dort die Wahl, 


welches der entstehenden Schnittdreiecke man zum Ko- 


ordinatendreieck machen will. 


9. 


Gleichwertigkeit des Koordinatensystenis der =, mit 
dem System der ®, Übertragung auf den Raum. 


1. Die Betrachtungen‘ des vorigen Paragraphen, ins- 
besondere Satz XIII, lassen: bereits den noch zu ermittelnden 
Zusammenhang der z, mit den x, ahnen. Wir finden, den- 
selben gleichzeitig mit dem Beweis dafür, daß sich die Kreise 
0,0, 06, in einem und demselben Puriktepaar FIR 227) 
schneiden und wollen daher die Gleichungen dieser Kreise 
o,=0 aufstellen und zwar zunächst die Gleichung von o,. 


Die Grundkreise x, sind nach 88, (1) von der Form : 


(1) x.=aX + by+d(s+p)=0, für s=x’ +). 
Nach $ 3, (1) ist nun: 
(2) | ud. — vd, —) 


die Gleichung der Potenzebene der Kugeln u,=0,r,=0. 
Entsprechendes gilt in der Kbene von der lenzios zweier 
Kreise, speziell ist: \ 
(3) (xd),= x(ad), + ylbd),= (\ 
die Potenzlinie O4A,. | 

Der Kreis o, hat, da er zum Büschel %,,x%, gehört, eine 
Gleichung von der Form: | 
(4) Ä KUN, EN. | 

Die Potenzlinie dieses Kreises mit x,= 0 ist dann nach (2): 

Na, —xX,) d,— Ad, —xd,)2,=0 oder 

(5) x(zd), + xaxd),= 0. 


ERERRE Drama 


Der hieraus zu entnehmende Wert ( — 2 hängt mit 
a, 
dem V erhältnis 7! der Abstände eines Punktes der Geraden 
OS, von den Strahlen OA, und OA, zusammen. Bringen wir 
nämlich in (3) die Gleichungen von OA, und O4, in die 
Hesse’sche Normalform, so ist: 


(6) i - BE m — h ya _(xd) ae N 
NE (ad)? +(bd), A Fr Va (ad), +(bd),? 29 

also 

(7) x _ (ed), _ ul lad)ı’+ (ba)ı“ 


ee VEN 


Mit Formel (7) haben wir den gewünschten Anschluß 
an die z, gewonnen; denn in dem Kräfteparallelogramm 0132 
verhält sich : 


vd 


U Te. 


Folglich ergibt sich aus (7): 


% 5 ad) + (dd), 


TEE NET 0 ms 
? 2, / (ad),’ + (ba),’ 
und hieraus mit Unterdrückung eines gemeinsamen Faktors : 


2 
eh, 


De a He ee 


Lad)’ + ba) 


de 
\ 2 


are: 


Die Gleichung für co, lautet demnach endgültig : 


(8) seo, —- 20. 


Analog können wir also schließen : 
ee Ne NN) 


/ 


1=nT >). 


Hieraus folgt : 


L, YL, L, 
o War; TER} 
| 2 RB} 


d. h. die drei Kreise o,=0 treffen sich im Punktepaar 


=: %=-5} =. 
Es ist also : 
2 Rs F Rz 
= = —,4,=- = uG= E et 
L (ad)? + (bd): L(ad)?+(bd)? NV (ad), + (bd), 


2. Leicht zu ersehen ist nun, daß der gemeinsame 
Schnittpunkt dieser drei Kreise s,=0, deren Gleichungen (8) 
wir aus ihrer geometrischen Konstruktion abgeleitet haben, 
auch wirklich auf R zu liegen kommt. Denn angenommen, 
es schnitte zunächst nur s,=( die Resultierende kim Punkte- 
paare P=(P’, P’), dann müssen sich‘ durch P noch zwei 
weitere Kreise so,’ und o,’ legen lassen, die resp. durch die 
Punktepaare A,=(4,,4,”) und A,=(4,', 4,”) hindurch- 
gehen, und es gilt die Beziehung für P.: 

x ®; a, 


MO TRIERER 
“1 “2 03 


rer ER 


Hieraus folgt: 


OR E h RAR EN. c \d r 

N dan: G.. = KL, folglich : 

N 4er ie 
so. Kreis, io’; url) A 


3. Punkt O hat also die Koordinaten : 1 ER 
1) in x, y° Se ir 6% Ypt p TE oben 
2) in ben, oo, ‚=pd, 
8) 10.0, Bu i | ” a u 


| i behaltung als Ko von s=2’ Ay eh damit 2 
gleich rechtfertigt, so Na dab ‚die Faktoren en ” } 
| werden ; wir haben aM in EOE le Me i ; 
| Die homogenen Punk a; 
Satz XIV. ı von Punktepaaren in der Ebene ‚sind, bis, 
einen gemeinsamen Faktor U. gleich 2. Ku 2 
; ige ‚einem Kreisbündel, für welches p. = = =1 wird, 4 


,=%, 


GREEN 


in A,A,4A.,A4, vier Kräfte z,, 2, 2,2, anbringen, deren 
Angriffslinien sämtlich durch O gehen, und haben dann 
diesem Kräftequadrupel ein Paar inverser Punkte in ein- 
deutiger Weise als ‚‚Angriffspunkt‘' zuzuordnen. Wir werden 
daher zunächst drei Kräfte z,, 28 2, nach $ 8,3 zu einer 
Resultierenden ss vereinigen («ßyöd ist eine Permutation 
von 1234) und auf ihrer Angriffslinie das Paar inverser 
Punkte S, = (85, 8y) als Angriffspunkt bestimmen. Das 
gesuchte Punktepaar P=(P’, P”) ist dann auf demjenigen 
Kreis o, zu suchen, der durch den Tetraederpunkt A, und 
das Punktepaar S, hindurchgeht (Beifolgende Figur ist 
schematisch aufzufassen ; an Stelle der Kreise, auf welche 
die Angriffspunkte zu liegen kommen, sind gerade Linien 
gezogen). Zu beweisen bliebe nun, daß diese Konstruktion 
der Punktepaare P eindeutig ist, d. h. daß sich analog wie 
in der Ebene die Kreise o,, o,, , 0, in einem und demselben 
Punktepaar P=(P’, P*) auf R schneiden. Indessen, da 
hierfür ein bequemer, leicht zu überblickender Beweis nicht 
geglückt ist, wollen wir nicht weiter darauf eingehen. 


= 
rn #2g 


gun 


Invarianz der anallagmatischen Koordinaten gegenüber 
einer beliebigen Inversion des Gebüsches. 


1. Durch die Untersuchungen $ 9 hat sich bereits 
herausgestellt, daß sich der Zusammenhang der statischen 
Koordinaten z,, 2,, 2, mit den anallagmatischen Koordinaten 
x, %, x, zurückführen läßt auf eine gewisse geometrische 
Abhängigkeit der Kreise s,, in deren gemeinsamen Schnitt- 
punkten auf R eben das inverse Punktepaar P = (P’, P”) 
zu liegen kam, von den drei Grundkreisen x,=0 des Bündels. 
Die Art dieser geometrischen Abhänsigkeit ergibt sich aus 
der Form der Gleichungen (8). So ist z. B. 


(1) sen ut 
zunächst nur der analytische Ausdruck dafür, daß der 
Kreis s,=0 dem von 2, =0 und x, =0 gebildeten Kreis- 
büschel angehört. Hieraus ergibt sich aber sofort die geo- 
metrische Folgerung : 
Jeder Punkt von 5, = () hat in bezug auf die Kreise 
x,=( und x,=( konstantes Potenzverhältmis. 


Ein beliebiger Punkt p hat nämlich in bezug auf x, die 


* 
Potenz 2 = ) und derselbe Punkt p hat in bezug auf «, 


L 
e$ 


die Potenz x," folglich ist wegen (1) 


X, 
KR 


I 


1 = o» 
(2) een ra eongt., 


eier 1,2). 
dl (ad) + (bd); 


BR 5 Bun a 


Dieses Resultat können wir in die Form eines all- 
gemein gültigen und übrigens bekannten Satzes kleiden : 


Jeder Punkt eines Kreises, der einem von 
a 3 zwei andern Kreisen gebildeten Büschel an- 
atz XV. : Di 
gehört, hat in bezug auf diese beiden Kreise kon- 


stantes Potenzverhälln:s. 


Der Satz gilt auch umgekehrt. 


2. Denken wir uns nun das Punktepaar P zunächst nur 
im Schnitt von o,=0 und 0,=0, so gelten also die beiden 


Gleichungen : 
he 
VE oe Be 
x X, Fr Te UK. &; 
In. 0, ae 
rar: e0,:0, Hieraus for 
B d d B 
4, 3 
RR en 
ö ee ; 


Dies ist das Potenzverhältnis aller Punkte von o,= 0 
in bezug auf die Kreise x, und x, des Bündels, wie es ja auch 
sein muß, da o, = 0 gleichfalls durch den Schnitt von o, und 
o, hindurchgeht. Das Punktepaar P im Schnitt von o,, 9, 9; 
hat also die Gleichung : 


(3) er a a DE 


Wir können demnach jetzt mit völliger Umgehung der 
statischen Koordinaten z,2,2, ein inverses Punktepaar 
P=(P', P’) seiner Lage nach festlegen durch seine Potenz- 
verhältnisse in ‚bezug auf die drei Grundkreise des Bündels 
und daher den allgemein gültigen Satz aufstellen : 


Jedes inverse Punktepaar eines Kreis- 
bündels st seiner Lage nach bestimmt durch 
Satz XVI. 


die Verhältnisse seiner Potenzen in bezug auf 
die drei Grundkreise des Bündels. 


er. 


ae I NOER 


3. Im Raume erhalten wir als Analogon zu Satz XV 
sofort : Der geometrische Ort aller Punkte, die in bezug auf 
zwei Kugeln ein gegebenes Potenzverhältnis haben, vst eine 
Kugel durch den Schnitt beider Kugeln. 


Daraus folgt weiter: 

Der geometrische Ort aller Punkte, deren Potenzen in 
bezug auf drei Kugeln, die nicht demselben Büschel angehören, 
ein gegebenes Verhältnis haben, ist ein Kreis. 
und endlich : 

In bezug auf vier voneinander unabhängige Kugeln, d.h. 
die nicht demselben Bündel angehören, giebt es nur em 
einziges inverses Punktepaar des Gebüsches, dessen Potenzen 
in gegebenem Verhältnis stehen. Damit haben wir das Analogon 
zu Satz XVI der Ebene: 

Jedes inverse Punktepaar eines Kugel- 
gebüsches ist seiner Lage nach bestimmt durch 
Satz XVII. NE. 

die Verhältnisse seiner Potenzen in bezug auf 
die vier Grundkugeln des Gebüsches. 


4. Es sei uns nun ein solches inverses Punktepaar 


P=(P’, P’) gegeben durch die Gleichung : 


L ‚% „U % 
(4) BE = 


dd, dd, 


Dies ist dann nichts anderes als der Schnitt der sechs 


Kugeln 3,,=0 (ik ist eine Kombination zur zweiten Klasse 
ohne Wiederholung von 1 23 4), die durch die Kanten des 
Schnitttetraeders A, 4, A, A, so gelegt werden, daß: 
0:0, = 0:0, wOi,k=1,2,3,4 
CHR. 

Wenn nun überdies die Konstruktion inverser Punkte- 
paare mittels statischer Koordinaten 2,2,2,2, ($ 9, 4) giltig 
ist, so muß der Schnitt dieser sechs Kugeln 3,, = 0 zugleich 
identisch sein mit dem Schnitt der vier Kreise o,, o,, 5,, s,auf R. 


von sd aus en Für ne inverse Bi 
paar E=(E’, E’), für welches | Y 


\ N ! ml m Te hier ne a 

N ist, den „‚Einheitspunkt‘‘, folgt nämlich : 

} ® rt RT 

(DR A u A a ee 

Ä Ada rc 

und hieraus mit Zuhilfenahme von (4): N 

x L a 

(6) ne oder allgemein : Ä as 


a 


a MD 


Kugel mit ER Radius o, so daß 
die Kugel x, = 0 invers ist zur Kusel 0 
% das Punktepaar P invers zum Punktepaar ®, 
| das Punktepaar E invers zum Punktepaar €. 


er Nun läßt sich aber allgemein zeigen : a: 
Invertiert man eine Kugel k an einer andern Kugel, u n. 
Zentrum O und deren Radius go ist, in die Kugel 5, so gilt ün 
einen beliebigen Punkt P die Beziehung : ee 


DE OR: yı 
ne an 4 1.” er 


Es it: %°=04A.0B, | 
= ON. OR. { 
folglich : k’.t’ = (OA. O4).(OB. OB) = 9.0’ =2%. | 
> Fernerist: M=-PM-R 
A —= OP? +0OM:—20P. OM cos 9 — R’ 
= OP°—20P. OMecoso+k". 
BN’—r" | | 
= OB: +ON?—-208. ON cos 9—ı? 
— OP—20B. ON cosp +! 
In dieser letzteren Gleichung ist nun: RT 
| GP: +k°— 5? Br; 
20P.OM | 


ge 
an 


a cos 9 = 


Wir erhalten also : 


[A k N 
res > ia yeop 
Ar OB 


0. 0 
OP: OM 


4, 5° - 
NE rk 5) = ee 
Demnach ist : 


a a 
Br 
0° 
Auf Grund dieses Satzes folgt nun: 
OP: 


hierin ist: ON = en 


LT, 


Hieraus : 


? 6 
folglich : a ger DIET, WeBen ID), 


wei 2 ödı hr -allpergeme 
DEE a A LE 
Damit haben wir folgenden Satz gefunden : 
Die Verhälinisse der x, ändern sich nicht 


Satz XVIII. ‘gegenüber einer beliebigen Inversion des @e- 
büsches, sind also Invariante der Inversion. 
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